
بر ، به آن مربوط r- Stirlingو  Stirlingبرای تعیین کلیه انواع اعداد بازگشتی، روابط 

 اساس آرایه های منشور عددی

 :آرایه منشور عددی چیست

 . می باشد زیر بشرح مجموعه ای از آرایه های مربعی با چینش متوالی

و اولین  n = 1 ردیف افقیاولین  و k = 1با عنوان ، آرایه عددی اولین مربع

 .است 1ی آن سلول ها که مقدار عددی همه r = 1 ستون عمودی 

و اولین  n 2 =ی ردیف افقاولین  و k = 2با عنوان  آرایه عددی، دومین مربع

. حاصل از رابطه های بازگشتی زیر ادیرو سلول هائی با مق r = 1 ستون عمودی 

 .بترتیب x = 2و  x = 1برای اعداد استرلینگ نوع اول و دوم با مقدار های 

1st kind: Stx(n+1,k,r) = Stx(n,k,r) + Stx(n,k-1,r)*[(n+r-1)].  
2nd kind: Stx(n+1,k,r) = Stx(n,k,r) + Stx(n,k-1,r)*[(-k)+(n+r+1)]. 

 .از فرمول زیر x > 2از نوع دوم، و برای اعداد استرلینگ نوع های بزرگتر 

x-th kind: Stx(n+1,k,r) = Stx(n,k,r)+[Stx(n,k-1,r)]*{[-2^(x-3)]*k +[2^(x-2)]*(n+r)]} 

و اولین  n 3 =ردیف افقی اولین  و k = 3با عنوان  آرایه عددیسومین مربع، 

 .و سلول هائی با مقادیر حاصل از رابطه های بازگشتی بالا r = 1 ستون عمودی 

و  n 4 =ردیف افقی اولین  و k = 4با عنوان  آرایه عددیچهارمین مربع، 

و سلول هائی با مقادیر حاصل از رابطه های  r = 1 ولین ستون عمودی ا

 .بازگشتی بالا

k ،با عنوان آرایه عددیامین مربع k = k ردیف افقی اولین  و= n n  و اولین

 .و سلول هائی با مقادیر حاصل از رابطه های بازگشتی بالا r = 1 ستون عمودی 

با پشت سر هم قرار دادن آرایه های مربعی ذکر شده در بالا بصورتی که کلیه 

با شماره های یکسان در ردیف های  rو نیز ستون های عمودی  nردیف های افقی 

آرایه منشوری با شکل مثالی زیر حاصل می . همسان قرار گیرند( بعدی ) عمقی 

 .شود

 استرلینگ های مربوطه -آرایه مثالی زیر اعداد استرلینگ نوع چهارم بهمراه آر

( Stirling and related r-Stirling numbers of the fourth kind ) 

همواره اعداد  r = 1عمودی از آرایه های مربعی یعنی   در ستون اولمی باشد 

 منشوریهای قرار دارند و در سایر ستون های عمودی از آرایه  xاسترلینگ نوع 

 .قرار می گیرندبه آن  مربوط هایr > 1 ،(r-Stirlin)در حالت های 

 : بطور مثال

استرلینگ -قسمتی از آرایه منشوری مربوط به اعداد استرلینگ نوع چهارم و آر

 .های مربوط به آن



 

 

 

n \ r  1  2  3  4  5  6  7  8 

k = 1 

1  1  1  1     1  1  1  1  1 

2  1  1  1  1  1  1  1  1 

3  1  1  1  1  1  1  1  1 

4  1  1  1  1  1  1  1  1 

5  1  1  1  1  1  1  1  1 

6  1  1  1  1  1  1  1  1 

7  1  1  1  1  1  1  1  1 

8  1  1  1  1  1  1  1  1 

9  1  1  1      1  1  1  1  1 

10  1  1  1      1  1  1  1  1 

11  1  1  1  1  1  1  1  1 

12  1  1  1  1  1  1  1  1 

13  1  1  1  1  1  1  1  1 

14  1  1  1  1  1  1  1  1 

15  1  1  1  1  1  1  1  1 

3  1  1  1  1  1  1  1  1 

2  1  1  1  1  1  1  1  1 

3  1  1  1  1  1  1  1  1 

2  1  1  1  1  1  1  1  1 

3  1  1  1  1  1  1  1  1 

2  1  1  1  1  1  1  1  1 

3  1  1  1  1  1  1  1  1 

k = 2 

2  4  8  12  16  5  6  7  8 

3  12  20  28  36  11  13  15  17 

4  24  36  48  60  18  21  24  27 

5  40  56  72  88  26  30  34  38 

6  60  80  100  120  35  40  45  50 

7  continue  continue  continue  St4(4)  45  51  57  63 

8  continue  continue  continue  St4(4)  56  63  70  77 

9  continue  continue  continue  St4(4)  68  76  84  92 

10  continue  continue  continue      St4(4)  continue  continue  continue  continue 

11  continue  continue  continue      St4(4)  continue  continue  continue  Continue 

12  continue  continue  continue       St4(4)  continue  continue  continue  Continue 

13  continue  continue  continue       St4(4)  continue  continue  continue  continue 

14  continue  continue  continue       St4(4)  continue  continue  continue  Continue 

15  continue  continue  continue       St4(4)  continue  continue  continue  Continue 

10  45  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue 

11  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue  Continue 

12  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue  Continue 

10  45  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue 

11  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue  Continue 

12  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue  Continue 

k = 3 

3  24  80  168       288  25  36  49  64 

4  144  360  672  1080  91  127  169  217 

5  480  1008  1728  2640  217  295  385  487 

6  1200  2240  3600  5280  425  565  725  905 

7        St4(4)  740  965  1220  1505 

8        St4(4)  1190  1526  1904  2324 

9        St4(4)  1806  2282  2814  3402 

10        St4(4)  2622  3270  3990  4782 

11            St4(4)  continue  continue  continue  continue 

12            St4(4)  continue  continue  continue  continue 

13            St4(4)  continue  continue  continue  continue 

14                  St4(4)  1806  2282  2814  3402 

15    1110        St4(4)  2622  3270  3990  4782 

11  1155  continue  continue  c continue  continue  continue  continue  continue 

9  462  714  1022  1386  1806  2282  2814  3402 

10  750  1110  1542  2046  2622  3270  3990  4782 

11  1155  continue  continue  c continue  continue  continue  continue  continue 

 

k = 4 

4  192  960  2688  5760  125  216  343  512 

5  1920  6720  16128  31680  671  1105  1695  2465 

6  9600  26880   57600  105600  2190  3465  5160  7335 

7  350  910  1890  St4(4)  5590  8550  12410  17290 

8  1050  2380  4550  St4(4)  12250  18200  25830  35350 

9  2646  5418  9702  St4(4)  24150  34986  48678  65562 

10  5880  11130  18900  St4(4)  44016  62370  85260  113190 

11  11880  21120  34320  St4(4)  75480  104880  141120  184920 

12  22275  continue  continue  St4(4)  continue  continue  continue  continue 

13  continue  continue  continue  St4(4)  continue  continue  continue  continue 

14  continue  continue  continue  St4(4)  continue  continue  continue  continue 

15  22275  continue  continue  St4(4)  continue  continue  continue  continue 

13  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue 

12  22275  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue 

13  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue  continue 

k = 5 

5  1920  13440  48384   126720  625  1296  2401  4096 

6  28800  134400  403200   950400  4651  9031  15961  26281 

7  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  19981  36751  62401  continue 

8  1701  5901  15421  St4(4)  64701  113701  Continue  Continue 

9  6951  20181  47271  St4(4)  174951  Continue  Continue  Continue 

10  22827  58107  124887  St4(4)  Continue  Continue  Continue  Continue 

11  63987  147147  294987  St4(4)  Continue  Continue  Continue  Continue 

12  159027  337227  continue  St4(4)  Continue  Continue  Continue  Continue 

13  359502  continue  Continue  St4(4)  Continue  Continue  Continue  Continue 

14  continue  continue  Continue  St4(4)  continue  continue  continue  continue 

15  continue  continue  Continue  St4(4)  continue  continue  continue  continue 

14  continue  continue  Continue  continue  continue  continue  continue  continue 

15  continue  continue  Continue  continue  continue  continue  continue  continue 

k = 6 

6  23040  215040  967680  3041280   3125  7776  16807  32768 

7  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  31031  70993  144495  continue 

8  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  170898  365001  Continue  Continue 

9  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  688506  Continue  Continue  Continue 

10  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  Continue  Continue  Continue  Continue 

11  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  Continue  Continue  Continue  Continue 

12  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  Continue  Continue  Continue  Continue 

13  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  Continue  Continue  Continue  Continue 

14  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  continue  continue  continue  Continue 

15  St4(1)  St4(2)  St4(3)  St4(4)  continue  continue  continue  continue 

16 
 

 

  

 .مثال در آرایه منشوری بالا طورب

St4(1)= ( 23040, 28800, 9600, 1200, 60, 1 ) 

 

St4(2)= ( 215040, 134400, 26880, 2240, 80, 1 ) 

 

St4(3)= ( 48384, 16128, 1728, 72, 1 ) 

 

St4(4)= ( 3041280, 950400, 105600, 5280, 120, 1 ) 

 

 

 ،r = 2حالت استرلینگ نوع جهارم در -در زیر مجموعه ای از دنباله های آر

 

The r-Stirling numbers of the fourth kind in the case, r = 2.  

 

  1, 8, 1, 80, 20, 1, 960, 360, 36, 1, 13440, 6720, 1008, 56, 1, 215040, 134400, 
26880, 2240, 80, 1, 3870720, 2903040, 725760, 80640, 4320, 108, 1, 77414400, 

67737600, 20321280, 2822400, 201600, 7560, 140, 1, 1703116800, 1703116800, 

596090880, 99348480, 8870400, 443520, 12320, 176, 1, 40874803200, 45984153600, 

18393661440, 3576545280, 383201280, 23950080, 887040, 19008, 216, 1  

 

 



استرلینگ نوع اول الی -در زیر فرمولهای روابط بازگشتی برای اعداد استرلینگ و آر

.است نوع هفتم ارائه گردیده  

 

1st kind: St1(n+1,k,r) = St1(n,k,r) + St1(n,k-1,r)*[(n+r-1)];  
2nd kind: St2(n+1,k,r) = St2(n,k,r) + St2(n,k-1,r)*[(-k)+(n+r+1)];  
3rd kind: St3(n+1,k,r) = St3(n,k,r) + St3(n,k-1,r)*[(-k)+ 2*(n+r)];  
4th kind: St4(n+1,k,r) = St4(n,k,r) + St4(n,k-1,r)*[(-2*k)+4*(n+r)];  
5th kind: St5(n+1,k,r) = St5(n,k,r) + St5(n,k-1,r)*[(-4*k)+8*(n+r)];  
6th kind: St6(n+1,k,r) = St6(n,k,r) + St6(n,k-1,r)*[(-8*k)+16*(n+r)];  
7th kind: St7(n+1,k,r) = St7(n,k,r) + St7(n,k-1,r)*[(-16*k)+32*(n+r)];   

 

 

 در روابط بازگشتی بالا،ضرائببا نگاه اجمالی می توان مشاهده نمود که تنها اختلاف 

Stx(n,k-1,r) می باشند که حاصل جمع ضرائب در نوع های پیشین است. 

 روابط بازگشتی استرلینگ نوع اول و دوم  ازبدینصورت که حاصل جمع دو ضریب متوالی 

 Stxو قس الهذا الی ضریب  ( Lah numbers) روابط بازگشتی استرلینگ نوع سوم  می شود

 

k)+ 2*(n+r)]-[(=  k)+(n+r+1)]-[(+  1)]-[(n+r         

 

2*k)+4*(n+r)]-[(=  k)+ 2*(n+r)]-[(+  k)+(n+r+1)]-[(+  1)]-[(n+r 

  

[(n+r-1)] + [(-k)+(n+r+1)] + [(-k)+ 2*(n+r)] + [(-2*k)+4*(n+r)]  = [(-4*k)+8*(n+r)] 

 

 

 .که در حلت کلی بصورت زیر می باشد

 
coeff. of 2nd kind)+(coeff. of 3rd kind)+(coeff. of 4th kind) (coeff. of 1st kind)+(

th kind)-(coeff. of x th kind) ==-1)-+...+ (coeff. of (x 

 

 

 .می گرددبزرگتر از  نوع دوم  و محصول آن رابطه بازگشتی برای همه انواع اعداد استرلینگ 

 
2)]*(n+r)]}-3)]*k +[2^(x-2^(x-)]*{[1,r-(n+1,k,r) = Stx(n,k,r)+[Stx(n,kth kind: Stx-x 

 

 

 

و ستون   = 5nمجموعه ای از اعداد استرلینگ واقع در ردیف افقی : بطور مثال

از آرایه منشور  k = 1,2,3,…,5 یا صفحات مربعی ها و آرایه  = 2rعمودی 

بصورت،  ( r-Stirling numbers )در حالت  ماسترلینگ نوع چهارعددی حاصل از 

 (1, 56, 1008, 6720, 13440)St4(2) =  زیر منشوری که در آرایه ؛می باشد 

  .خص گردیده استمش بوسیله اعداد رنگی

 

 

 

 



****************************************  
n\r|........1........2........3........4  
======================================== k = 1  
1..|........1........1........1........1  
2..|........1........1........1........1  
3..|........1........1........1........1  
4..|........1........1........1........1  
5..|........1........1........1........1  
6..|........1........1........1........1  
****************************************  
n\r|........1........2........3........4  
======================================== k = 2  
2..|........4........8.......12.......16  
3..|.......12.......20.......28.......36  
4..|.......24.......36.......48.......60  
5..|.......40.......56.......72.......88  
6..|.......60.......80......100......120  
****************************************  
n\r|........1........2........3........4  
======================================== k = 3  
3..|.......24.......80......168......288  
4..|......144......360......672.....1080  
5..|......480.....1008.....1728.....2640  
6..|.....1200.....2240.....3600.....5280  
****************************************  
n\r|........1........2........3........4  
======================================== k = 4  
4..|......192......960.....2688.....5760  
5..|.....1920.....6720....16128....31680  
6..|.....9600....26880....57600...105600  
****************************************  
n\r|........1........2........3........4  
======================================== k = 5  
5..|.....1920....13440....48384...126720  
6..|....28800...134400...403200...950400  
****************************************  
n\r|........1........2........3........4  
======================================== k = 6  
6..|....23040...215040...967680..3041280  
****************************************.  
 

 

 

 

از آرایه های مثلثی    ،آرایه منشور عددی همچنین در مقاطع و برش های عرضی

 . تشکیل یافته است

 

 

 

بطور مثال در زیر دو آرایه مثلثی  حاصل از مقاطع و برش های عرضی از آرایه 

 .استرلینگ نوع چهارم ارائه می شود-آرمنشوری استرلینگ و 

 

 

 

 (r = 1)آرایه مثلثی حاصل از برش عرضی منشور عددی استرلینگ نوع چهارم حالت 

 



  .......................................... 

n\t|......1.......2......3......4....5...6 

==========================================  
1..|      1;  
2..|      4,      1;  
3..|     24,     12,     1;  
4..|    192,    144,    24,     1;  
5..|   1920,   1920,   480,    40,   1;  
6..|  23040,  28800,  9600,  1200,  60,   1;  
..........................................  
 

 

 (r = 2)حالت  ،استرلینگ نوع چهارم-آر شور عددیآرایه مثلثی از برش عرضی من

 

.........................................  
n\t|......1.......2......3......4....5...6 

==========================================  
1..|      1;  
2..|      8,      1;  
3..|     80,     20,     1;  
4..|    960,    360,    36,     1;  
5..|  13440,   6720,  1008,    56,   1;  
6..| 215040, 134400, 26880,  2240,  80,  1;  
..........................................  
..........................................  

 

یا شماره ستون  ( t )بازگشتی در آرایه های مثلثی مقدار  هابطدر فرمول ر

 .در آرایه های منشوری می باشد ( n-k+2 )معادل  عمودی،

 

 

 

 

 

          رضا سراجیان اصلمحمد


